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Resume 

La postulation des sous-schemas Arithmetiquement Cohen-Macaulay (ACM) de 
codimension 2 de l'espace projectif est bien connue, et a donne lieu a differentes ap- 
proches : caractere numerique de Gruson/Peskine, /i-vecteur, caractere de postulation 
de Martin-Deschamps/Perrin... Le premier but de cet article est d'etablir 1' equivalence 
de ces notions. 

Le deuxieme but, et le plus important, est d'etudier la postulation des sous-schemas 
ACM de codimension 3 de P w . Pour cela on utilise la description due a Macaulay des 
fonctions de Hilbert des algebres quotient d'un anneau de polynomes. On donne, par 
iteration sur le nombre de variables, une nouvelle interpretation de la croissance de 
ces fonctions. 

The postulation of Arithmetically Cohen-Macaulay (ACM) subschemes of the pro- 
jective space is well-known in the case of codimension 2. There are many different 
ways of recording this numerical information : numerical character of Gruson/Peskine, 
ft.- vector, postulation character of Martin-Deschamps/Perrin... The first aim of this 
paper is to show the equivalence between these notions. 

The second, and most important aim, is to study the postulation of codimension 3 
ACM subschemes of P N . We use a result of Macaulay which describes all the Hilbert 
functions of the quotients of a polynomial ring. By iterating the number of variables, 
we obtain a new form of the growth of these functions. 

Introduction 

Soit k un corps et l'espace projectif de dimension n sur K. Pour classifier les sous- 
schemas de on leur associe des invariants numeriques. Parmi ces invariants un des plus 
classiques est la postulation, qui donne pour chaque degre d le nombre d'hypersurfaces 
independantes de degre d contenant le sous-schema considere. 

Le calcul de la postulation est un probleme dont la complexite croit avec 1 codimension 
du sous-schema. 

En codimension 1, la postulation d'une hypersurface X est entierement determinee par 
son degre d : puisque le faisceau d'ideaux Xx qui la definit est isomorphe a Op(— d), on a 
pour tout n, h°l x (n) = h O P (n - d) = { n ~ d ^ N ). 

En codimension 2, et pour des sous-schemas localement Cohen-Macaulay, diverses notions 
ont ete introduites pour decrire cette postulation, le type numerique d'Ellingsrud pQ, le 
caractere de postulation de |Hj, le caractere numerique de [3], le h-vecteur ([0]), ces deux 
dernieres notions n'etant definies que pour des sous-schemas Arithmetiquement Cohen- 
Macaulay (ACM). Dans le cas des sous-schemas ACM, ces notions sont bien evidemment 
equivalentes. 



En codimension au moins 3, aucun resultat n'est connu. Calculer la postulation de X 
revient a calculer la fonction de Hilbert de l'algebre graduee k[Xo, . . . , Xn]/Ix, ou Ix est 
l'ideal homogene sature de X. On dispose d'un resultat tres general du a Macaulay jS] 
qui decrit toutes les fonctions de Hilbert des algebres graduees quotient d'un anneau de 
polynomes, mais ce resultat, qui caracterise la "croissance" des fonctions considerees, n'est 
guere parlant. L'un des buts de cet article est de "decrypter" ce resultat et d'en donner 
une interpretation qui soit plus utilisable dans la pratique. En particulier on pourra ainsi 
decrire toutes les postulations des sous-schemas ACM de codimension 3. 

Au premier paragraphe, on definit le caractere de postulation d'un sous-schema ferme de 
l'espace projectif ¥ N et sa variation par biliaison elementaire Gorenstein. 
Le deuxieme paragraphe est consacre au resultat principal de cet article (|'2.'2U[) qui donne 
une nouvelle caracterisation des fonctions de Macaulay. 

Le troisieme paragraphe applique ce resultat aux sous-schemas ACM de codimension 3. 
En particulier on en deduit au quatrieme paragraphe le calcul des degres et genres des 
courbes ACM de P 4 de degre inferieur ou egal a 10. 



Notations 

On designe par k un corps algebriquement clos, par P^ ou plus simplement P^ l'espace 
projectif de dimension N > 2 et par S l'anneau de polynomes k[Xo, . . . , X]y]. Si T est un 
Op-module on note \tT la dimension de l'espace vectoriel H l T . 

Soient X un sous-schema ferme de ¥ N et Tx son faisceau d'ideaux, on designe par sq{X) 
le plus petit degre d'une hypersurface contenant X, c'est-a-dire so(X) = inf{n € Z | 
h°2 x (n)yt0}. 

Soit / : Z — > Z une application. On definit : 

1. sa difference premiere df par df(n) = f(n) — f(n — 1), 

2. dans la cas oil / est nulle pour n <C 0, sa primitive /" par Pin) = Sfc< n /(^) 5 

3. sa borne superieure si elle existe par sup / = sup{n € Z | f(n) ^0}, 

4. sa decalee f[d] par f[d](n) = f{n + d). 

On rappelle qu'une fonction / : Z — > Z , a support fini, et telle que Ton ait Ylnez /( n ) = ® 
est appelee un caractere (Sj, et que la difference premiere d'une fonction a support fini 
est un caractere. On fait les conventions suivantes sur les coefficients binomiaux : 

n\ /n-l\ jl pour n = 

= pour neZ, Oet n < p , =S 
PJ V "I / [0 sinon 

Avec cette convention, la formule de Pascal (™) = ("p 1 ) + (pZi) est valable pour tous 
n > p > 0. 

On representera parfois une fonction a support fini / de N dans N par la suite de ses 
valeurs (/(0), f(l), • ■ ■ , /(sup/)), et la fonction ("".V 1 ) par 1 [q] . 
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1 Caractere de postulation 



Definition 1.1. Soient X un sous-schema de pure dimension M de ¥ N et Tx son faisceau 
d'ideaux. On definit son caractere de postulation 7x par la formule : 

lx{n) = d M+2 (h°l x (n) - h O ¥ (n)). 

Remarque 1.2. On notera que la fonction h°2x(n) — /i°CV(n) est l'opposee de la fonction 
de Hilbert de X, dimension de l'image de la fleche de restriction : 

H°0 P {n) -» H°O x (n) 

et qu'elle vaut —h°Ox{n) si h l Ix{n) est nul, en particulier si X est arithmetiquement 
Cohen-Macaulay. 

Remarque 1.3. Si X est degenere, c'est-a-dire contenu dans un sous-schema lineaire 
P^ de F N avec N' < N, on voit facilement que son caractere de postulation est le meme, 
calcule dans P^ ou dans F N . 

Exemple 1.4. Lorsque X est une hypersurface de degre d de P^ on a : 



lx (n) = d N+1 (h O P (n-d) 
'n-d + N 
N 

1\ In 



= d N+l 



h O ¥ (n)) 
n + N 
N 



n 



d 



done la fonction jx ne prend que deux valeurs non nulles, 7x(0) = —1 et Jx{d) = 1. 



Proposition 1.5. Soit X un sous-schema de pure dimension M de 
caractere de postulation. II a les proprietes suivantes : 

i) X^nez7( n ) = et done 7 est un caractere, 

ii) 7(72) = pour n < 0, 



siV 



et 7 = 7x son 



IV 



';7(^o)>-( s ^ M M 2 - 2 ). 



) pour < n < s (X) = inf{ n € Z | h°l x (n) + }, 



Demonstration. La fonction h°lx{n) — h°Op(n) est nulle pour n < et est egale a un 
polynome de degre M pour n 3> 0. Sa difference (M + l)-ieme est done a support fini, et 
7 est un caractere. 
Pour < n < sq(^)) 011 a : 



7 (n) = -a M+2 / l °a 



p(n 



n + TV' 



et 



7 (so) = (^x(so) - d M + 2 /i°0 P ( So ) = ^(so) - 



n + iV-M-2 
N-M -2 



sq + N — M — 2 



N-M 



□ 
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Proposition 1.6. Le caractere determine la postulation et le polynome de Hilbert de 
X. 

Demonstration. La fonction h°Ix( n ) — h°Op(n) est la primitive (M + 2)-ieme de 7x, et 
on montre facilement qu'on a |S] : 

h°Xx(n) - h°0 F (n) = E " ^+1 + * W>" 

Soit Px le polynome de Hilbert de X. Pour n > on a : 

h°l x (n) - h O ¥ (n) = -h°O x (n) = -P x (n) 

et 

n-k + M + 1\ (n - k + M + l)(n - k + M) • • • (n - fc + 1) 



M + l / (M + l)! 

On en deduit l'egalite des polynomes : 

= (M+T)! 7X(A;) - 



Corollaire 1.7. S'oii X un sous-schema de ¥ N de degre d. On a : 

d = k~fx(k). 

fcez 



□ 



S'oii C une courbe localement Cohen Macaulay de degre d et genre g de P . On a : 

(fc-l)(fe-2) 

5-i = 2^ g 7C ^' 

fcez 

.Soii 5 une surface lisse de degre d et genre arithmetique p a de ¥ N et 5 le degre de son 
diviseur canonique. On a : 

k€Z k€Z 



Demonstration. En identifiant les coefficients de n M dans les deux membres de l'egalite : 

n — k + 
(M + l) 



{n-k + M + l){n-k + M)---{n-k + l) 
Px(n) = - ^ — — lx (k) 



et en tenant compte de J2ke2,^x(k) = on obtient : 



d _ (M+l- *) + •■■ + (1 -A;) ... ^(M + l)k 
M! = - 2. (M + l)! 7x(fc) = ^ WTT)! 7x(fc) - 
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On a : 



„ , N , <r-^(n-k + 2)(n-k + l) , IN 
P c (n) =nd+l- 5 = -^ ^ ^ ^ 7 c(fe) 



^ (n 2 -(2fc-3)n + (£;-l)(£;-2). 
2^ o nc{k). 



(n 2 - (2k - 3)n + (fc - l)(fe - 2) . 

fcGZ 

De meme on a : 



_ , , 1 2 , 1 . , n ^ (ra - + 3)(n - k + 2)(n - fc + 1) ... 
ffefa) = - -n5 + 1 + ^ = - 2^ t hs(k) 



(n 3 - (3fc - 6)n 2 + (3k 2 - 12k + ll)n — (k — 3)(k - l)(k - 2), „ , 

2^ § hs(fc)- 



En tenant compte de Ylk&^c(k) = et ^fcez7s(^) = 0> on en deduit les egalites 
annoncees. □ 

Proposition 1.8. Soient X un sous-schema de pure dimension M de F N et son 
caractere de postulation. Soit s\ le plus petit degre d'une hypersurface contenant X et ne 
contenant pas d 'hypersurface de degre So(X) contenant X. Alors on a : 

. . , ^ . . (n - s + TV - M - 2\ (n + N - M - 2\ , 

Sl = mf{n> S0 |7c(n)>^ N _ M _ 2 )~[ N _ M _ 2 )}■ 

Demonstration. Soit so = s o(C)- Pour n < s\ on a : 



On en deduit, pour so < n < si, 

lx{n) ■■ 

On a aussi : 



n-s + N-M-2\ /n + N - M - 2 
N -M-2 ) \ N -M -2 



/ Sl - So + iV\ /n-s + iV-M-2\ / n + iV-M-2\ 

7X ( S1 ) = h 1 X ( S1 ) - ^ j + ^ J"^ ,v_ M _ 2 J 



> 



n-s + N-M-2\ fn + N - M - 2 
N -M -2 )~\ N -M -2 



□ 

Remarque 1.9. Dans le cas de la codimension 2, on obtient : 

si = inf{ n > so I 7x(^) > } 
et dans le cas de la codimension 3 : 

si = inf{ n > s I lx(n) > -s }. 
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Lien avec les resolutions 

Soit X un sous-schema de pure dimension M de et Ix son ideal sature dans S. Puisque 
Ix est de profondeur au moins 1 sur S, sa dimension projective est au plus N — I. II existe 
done une resolution graduee (qu'on peut choisir minimale) de Ix par des 5-modules libres 
gradues : 

— ► Ln-i — > Ljy^2 —> ■ ■ ■ —> Lo —> Ix —> 
Pour tout i € [1, N — 1], on ecrit = (B n ezOp(—n) li ^ et on definit la fonction rx par 

N-l 

r x (n) = 



n - 



i=0 



n — 1 



-1 



On remarque que pour des raisons de rang, rx est un caractere. 
Proposition 1.10. On a : 



rx = d N-M-l lx 7x(n) = W 



n-k + N-M-2\ .,, 
7V-M-2 ) rx{k) - 



Demonstration. Notons £j le faisceau dissocie associe au S'-module libres gradue Lj. On 
a : 



fc°4(n) = W 



n — k + N 
N 



k(k). 



De la resolution de Ix , on deduit : 



N-l 



h°lx(n)=Y,(-^h C t (n) 
i=0 

N-l , 

= £(-iy£z#)( 

i=o fcez 



n — k + N 
N 



r x {k) + 



k-l 



n-k + N 
N 



n-fc + iV\ fn + N 
N + TV 



En differenciant M + 2 fois l'egalite : 



h°l x (n) - h O P (n) = Y,rx(k) 



n-k + N 
N 



on obtient : 

7x(n) = E( n " iV _ M _ 2 j 
En differenciant encore N — M — 1 fois, on obtient : d N ~ M ~ 1 ~fx = ^x- 



n-A; + Af-M-2\ .,, 
\rx{k). 



□ 
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Variation par biliaison elementaire Gorenstein 

Rappelons la notion de biliaison elementaire Gorenstein, introduite par Hartshorne. 

Definition 1.11. [3] Soient X et X' deux sous-schemas fermes de pure dimension M 
sans composante immergee de ¥ N traces sur un sous-schema ferme ACM, Y, de dimen- 
sion M + 1 satisfaisant G\ (Gorenstein en codimension 1), et soit h € 7L. On dit que X' 
est obtenu par une biliaison elementaire Gorenstein de hauteur h sur Y a partir de X 
(ascendante si h > 0, descendante si h < 0) si on a une equivalence lineaire de diviseurs 
generalises X' ~ X + hH, c'est-a-dire un isomorphisme de faisceaux d'ideaux relatifs 



Du point de vue cohomologique, si on a h > 0, une biliaison de hauteur h sur Y est 
equivalente a h biliaisons de hauteur 1 sur Y. On pourra done se borner a faire le calcul 
dans ce dernier cas. 

Proposition 1.12. Si X' est obtenu par une biliaison elementaire Gorenstein de hauteur 
1 sur Y a partir de X, on a : 

lx'{n) = jx(n - 1) + TkW- 
Demonstration. On utilise la relation Ix/Y — ^X'/Y(h) et les deux suites exactes : 

- 1 Y - lx - Ix/y -> 

— > Ty — > Xx' — > Ix'/Y ~^ 0- 

On en deduit : 

h°l x >{n) = h°2 x (n - h) + /i°2y(n) - h°I" y (n - h) 
et en differentiant M + 2 fois : 

7x'( n ) = 7x(« - /t) + 7y(") - 7H« - 

Pour /i = 1 : 

7x'( n ) = 7x(« - 1) + 7y(") - 7y(™ - 1) = 7x(«- - 1) +7y(n). 

□ 

Remarque 1.13. Ce resultat est classique pour les sous-schemas de codimension 2 de 
P^. Dans ce cas, Y est une hypersurface de degre s et la notion de biliaison elementaire 
Gorenstein coincide avec celle de biliaison elementaire intersection complete. Si X' est 
obtenu par une biliaison elementaire de hauteur h sur Y a partir de X, on deduit de 11.41 
qu'on a : 

-1 pour n = 
1x'( n ) — lx{n — 1) = \ 1 pour n = s 

sinon 
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2 Sous-schemas ACM et conditions de Macaulay 



Dans ce paragraphe, nous allons etudier les sous-schemas de l'espace projectif qui sont 
arithmetiquement Cohen-Macaulay (en abrege ACM), c'est-a-dire dont l'anneau gradue 
S/Ix est Cohen-Macaulay (de dimension 1 +dimX). 

Definition 2.1. Soit X un sous-schema ferme ACM de P^ de dimension M et Ix son 
ideal sature. Si L 1} . . . ,Lm+i sont des formes lineaires generates, elles forment une suite 
reguliere pour S/Ix- On en deduit qu'on a des suites exactes : 

- S/Ix(-1) -> S/Ix - S/Ix + (Li) 

-» S/Ix + {L U ..., U)(-l) - 5// x - S/J* + (L X , . . . , Li+i) -» 

de 5-modules gradues, qui permettent de calculer la fonction de Hilbert hx de l'anneau 
artinien S/Ix+(L\, . . . , Lm+i)- Cette fonction de Hilbert hx est le h-vecteur de X. 

Remarque 2.2. On voit facilement qu'on a : 

h x {n) = d M+1 (h O F (n) - h°l x (n)) 

done 7x = —dhx et la notion de h-vecteur pour un sous-schema ACM est equivalente 
a celle de caractere de postulation. De plus, si d est le degre de X, on a l'egalite d = 
Y.kez k lx{k) = J2kez h x(k)- 

Remarque 2.3. Dans le cas des sous-schemas ACM de codimension 2, il existe une autre 
notion equivalente, e'est le caractere numerique de Gruson-Peskine jH]. 

L'anneau gradue S/Ix d'un sous-schema est une /c-algebre de type fini, engendree par sa 
composante de degre 1. C'est ce que certains auteurs appellent une G-algebre standard. 
Les fonctions de Hilbert de ces algebres ont ete caracterisees par Macaulay. C'est pourquoi 
toutes les variantes de la postulation des sous-schemas ACM (caractere de Gruson-Peskine, 
caractere de postulation, /i-vecteur) peuvent s'obtenir a partir des fonctions de Macaulay 
que nous definissons ci-dessous. On se reportera pour les details a (Hj ou qui reprend 
les resultats sous une forme plus moderne (voir aussi 2 J. 

Fonctions de Macaulay 

Proposition 2.4. Soient a et i des entiers strictement positifs. Alors a pent s'ecrire de 
maniere unique sous la forme : 

( Tfu\ ( J7H_i\ / rrii 

°-(iH-i) + - + (/ 

avec nii > mj_i > • • • > nij > j > 1. 

Demonstration. L'existence et l'unicite decoulent des inegalites suivantes, qui caracterisent 
mi) : 

Tni\ fmi + l\ ( m,\ (mi — l\ (m; — i + 1 N , 

<a<[ . ] = ( . ] + ( . . )+•••+( . I + 1. 

□ 



i I \ i I \ i I \ i — 1 / V 1 
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Definition 2.5. L'expression de a en fonction des coefficients binomiaux etablie en 12.41 
est appelee le developpement i-binomial de a. 

On definit alors : 

a <i> = ( mi + 1 \ + ( + !\ + . . . + ( m i + 1 



i + 1 ) V i J V J + 1 

(qui est le developpement (i + l)-binomial de a <l> ) et <J> = 0. 
Exemple 2.6. 25 = Q + $ + g), 25<3> = Q + (J) + g) = 41. 

Remarque 2.7. Si < a < i, les coefficients binomiaux qui apparaissent dans le 

developpement i-binomial de a sont egaux a 1. On en deduit facilement qu'on a alors 
a <i> = a _ 

Definition 2.8. Une fonction h de N dans N satisfait aux conditions de croissance de 
Macaulay si elle verifie h(0) = 1 et h(i + 1) < h(i) <l> pour tout i > 1. Si a = h(l), on 
dira aussi que c'est une fonction de Macaulay de type a. 

Le resultat de Macaulay est le suivant : 

Theoreme 2.9. Une fonction satisfait aux conditions de croissance de Macaulay si et 
seulement si c'est la fonction de Hilbert d'une G-algebre standard. 

Remarque 2.10. Toute fonction h binomiale, c'est-a-dire de la forme h(n) = ( p ^ n ), ou 
p est un entier positif, est une fonction de Macaulay de type p + 1. Plus generalement, 
si une fonction h est binomiale sur un intervalle [no, ni] (resp. [0, rai]), elle satisfait aux 
conditions de croissance sur Pintervalle [n + l,n{\ (resp. [0, ni]). 

Nous allons mettre en evidence quelques proprietes simples des fonctions de Macaulay. 
Proposition 2.11. . 

a) Soient a, (3 et i des entiers strictement positifs avec a < (3. Alors on a a <l> < (5 <l> . 

b) Soit h une fonction de Macaulay de type a. Alors h(n + 1) < (^T.") pour tout n > 0. 

c) S'il existe n > 1 tel que h(n) = 0, alors h(m) = pour tout m > n. 

d) S'il existe n > 1 tel que h(n) = 1, alors h(m) < 1 pour tout m > n. 

e) S'il existe n > 1 tel que h(n) < n + 1, alors la fonction h est decroissante pour m > n. 
Demonstration, a) Ecrivons les developpements i-binomiaux : 

«- (7) +-+(?)■ ^C:-) + C-0 + - + C/ 

Quitte a retrancher un meme nombre a a et /3, on peut supposer qu'on a m% ^ n^. 

Si mi < rii, alors a < ( mi j +1 ) < (™ ! ) < (3. De meme si mi > rii, alors a > j3. Done si a < (3, 

on a m,j < nj, ?7ij + 1 < rij + 1 et a <l> < (3 <l> . 

b) resulte de a). 

d) resulte de l <n> = 1. 

e) Si h(n) < ("+ 1 ), alors h(n) <n> = h(n). □ 
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Remarque 2.12. Soit h une fonction de Macaulay de type a ^ 0, vu !2.11l b. il est naturel 
de lui associer I'entier (eventuellement infini) so(h) = inf{n £ Z j h(n) < ( a+ ^ _1 ) }■ Par 
definition il est > 1. S'il est infini, h est binomiale : h(n) = ( a+ ™~ 1 )- 

D'apres 12, 9( toute fonction de Macaulay a support fini est la fonction de Hilbert d'une 
G-algebre standard de longueur finie. On montre en fait que c'est le quotient d'un anneau 
de polynomes par un ideal monomial. En rajoutant des variables on peut relever un tel 
ideal en un ideal sature de k[Xo, . . . , Xn] de la meme codimension. On a done montre le 
resultat suivant : 

Theoreme 2.13. Tout fonction de Macaulay de type a a support fini est le h-vecteur d'un 
sous-schema ACM de F N de codimension a. 

Remarque 2.14. Si X n'est pas degenere, le type de hx est egal a la codimension a de 
X et so(hx) = sq(X). On peut alors donner une borne inferieure pour le degre de X : 

'=Ewi> Em«= E (" + i" 1 ) = ("t-7 1 )- 

Le lemme suivant etablit un resultat technique qui sera utile dans la preuve du theoreme 
principal 12.201 

Lemme 2.15. Soient a, (3 et i des entiers strictement positifs et 

'mA /m,-_i\ 

»=" 4 )+( 4 :i) + - + 

le developpement i-binomial de a. Supposons qu'on ait (3 < QjjJ. Alors on a 

{a + p) Ki> =a <i> + (3 <j - l> . 
Demonstration. Ecrivons le developpement (j-l)-binomial de (3 : 

K-i) + C-i) + - + C? 

On a j3 < (™_\) done < TUj et l'ecriture : 

rrn\ . . fmA ( m'jA (m' k 



a+ ^{i) + - + {;) + {j-i) + - + \ k 

est le developpement i-binomial de a + f3. 
Alors on a 

«. + fl-=(^) + - + GTi) + C?) + - + (^ 

= a <l> + p<*- x> 
II est facile de decrire les fonctions de Macaulay de type 1 ou 2. 



□ 
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Proposition 2.16. Une fonction h est une fonction de Macaulay de type 1 si et seulement 
si elle est decroissante et prend seulement les valeurs 1 et 0. 

Une fonction h est une fonction de Macaulay de type 2 si et seulement si il existe un 
entier so > 1 (eventuellement infini) tel que h(n) = n + 1 pour n < sq et tel que h soit 
decroissante pour n > sq. On a alors sq = sq{K). 

Demonstration. La premiere assertion est une consequence immediate de 12.111 

Pour le type 2, on pose sq = 1 + sup{n | h(n) = n + 1 }. Pour n > so, le resultat est encore 

une consequence de 12.111 

Les reciproques sont immediates. □ 

On retrouve ainsi immediatement la positivite du caractere d'un sous-schema ACM de 
pure codimension 2 (cf. [3], [S]). Posons tout d'abord la definition suivante : 

Definition 2.17. Un caractere 7 est positif s'il verifie 7(71) = pour n < 0, 7(0) = — 1, 
7(n) > pour tout n > ^0(7) = inf{ nCZ 7(72) ^ —1 }. 

Remarque 2.18. Soit h une fonction de Macaulay de type 2. D'apres ce qui precede sa 
difference premiere dh verifie dh(n) = 1 pour < n < so et dh{n) < pour n > sq. 
On en deduit qu'une fonction h a support fini est une fonction de Macaulay de type 2 si 
et seulement si l'opposee de sa difference premiere —dh est un caractere positif 7 verifiant 
^0(7) ^ 2. Dans ce cas, on a so(7) = so(h). 

Si h est de type 1, — dh est le caractere (positif) de la section hyperplane d'une hypersurface 
de degre d. On a alors so(t) = 1 et sq(K) = d. 

Si h est de type 0, — dh est le caractere (positif) de l'intersection de deux hyperplans. On 
a alors so(t) = 1 et so(h) n'est pas defini. 

Theoreme 2.19. J^j Soit X un sous-schema ACM de pure codimension 2 de W N . Alors 
son caractere jx est positif. Inversement, soit 7 un caractere positif. Alors il existe un 
sous-schema X de pure codimension 2 et ACM de F N tel qu'on ait 7 = jx- 

Des qu'on a h(l) > 3, il est beaucoup plus difficile de decrire les fonctions de Macaulay. 
C'est ce que nous tentons de faire avec le resultat suivant : 

Theoreme 2.20. Soit h une fonction non binomiale verifiant h(0) = 1 et h(l) = a > 1. 
Alors h est une fonction de Macaulay si et seulement si il existe r+1 fonctions de Macaulay 
(r > 1) ho, . . . ,h r avec : 

i) hi(l) = a — 1 pour < i < r, h r (l) < a — 1, 

ii) pour 1 ^ i ^ t, sup hi < so(^j-i) — I ou so(/ij-i) est infini, 
Hi) h = ho + h\[— 1] + ■ • • + h r [—r]. 

De plus, ho, . . . , h r sont determines de maniere unique par ces conditions et on a So(h) = 
r+1. 

La demonstration va se faire en plusieurs etapes. On commence par un lemme : 

Lemme 2.21. Soient ho, . . . ,h r (r > 1) des fonctions de Macaulay verifiant les conditions 
de I'enonce de \2.2(A Posons t = sup{« £ N | so(/i«) = +00} si cet ensemble est non 
vide, t = — 1 sinon. Alors hi est binomiale pour ^ i ^ t. De plus, la fonction h = 
ho + hi[— 1} + • • • + h r [— r] est une fonction de Macaulay de type a qui verifie les proprietes 
suivantes : 

- s (h) = r + 1, 

- S0 (^+i) = inf { n 6 N | h(n) < ££J (^iD h 
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- h(n) = ^21 = q ( a+ ™_f l ) } + h'(n — j — 1) ou h' est une fonction de Macaulay de type ^ a. 
Demonstration. On a h(0) = ho(0) = 1, h(l) = ho(l) + hi(0) = a. 

Pour 1 ^ i ^ r, si so(hi) est infini, ce qui revient a dire que hi est binomiale, sup hi est 
infini, done d'apres la condition ii) de !2.2()l so(^i-i) est egalement infini. L'ensemble des 
indices i tels que so(hi) soit infini est done, s'il est non vide, un intervalle [0,t]. 
Pour tout ( + 2 ^ i < r on a sup hi > sa(hi) — 1, done la condition sup/ij < so(^i-i) ~~ 1 
entraine que la suite des so(hi) pour t + 1 ^ i < r est strictement decroissante. On a : 

r + 1 < sup/i r + r + 1 < s (/i r -i) + r — 1 < • • • < so(/it+i). 

Pour re < r, on a re < so(/ij)+i pour i < r done d'apres la definition de so(^i) et en utilisant 
le fait que hi est une fonction de Macaulay de type a — 1 on a /ij(re — i) = ( a+n ~*~ 2 ) pour 
i < r. On a aussi : 

/i(n) = ho(n) + /ii(re - 1) + • • • + /i„(0) 

a + n — 2\ fa + re — 3\ 

+ 1 1+--- + 1 

re y \ n — 1 

a + re — 1 
re 

et : 

fc(r + 1) = ho(r + 1) + hi{r) + • • • + /i r (l) 



r + i ; + - + W +M1) 

/a + r - 1\ /a\ /a - 1 

r + l + "' + 2 + 1 



< 



a + r 
r+l 



done on a r + 1 = inf{ re G Z | /i(n) < ( a+ ™~ 1 ) }, et la condition de croissance h(n + 1) ^ 
h(n) <n> est verifiee pour ^ n ^ r. 
Pour n < so(/it+i) on a : 

1+1 / 1 o 
h(n) > h {n) + • • • + h t+1 (n - t - 1) = ^ 



n — i 



i=0 

Pour n > so(/i*+i) on a /ij(re) = pour tout i > t + 1, done 

7i re = ho re + • • • + h t +i re - t - 1 < > 

z — ' \ re — z / 

i=0 v 7 

On en deduit d'une part qu'on a : 

„ r t i i / \ v— v fa + n — 2 — i\ 
s (/it+i) =mf {re € N | h(n) < ^ ( _. }, 

i=o ^ n 1 ' 
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d'autre part que la condition de croissance est verifiee pour n > so(ht+i). 
Pour l^i^r — let so(hi) + i < n < So(^-i-i) + i — 1, on a : 

,., fa + n- 2\ (a + n — i — X\ , , ., 

h(n)=[ +•••+ )+hi(n-%) 

et de plus hi(n — i) < ( a+ "Z!~ )• D'apres le lemme I?. 151 on en deduit : 

*<„)«■» - (• + " ; *) + • ■ ■ + (• + " ; ') + M - - ♦><*-» 

\ n + 1 / \n — i + 2J 

De plus, pour tout j ^ i — 1, on a n < so(hj) + 1, et on en deduit : 

/»(n + 1) = h (n + 1) + • • • + hi-i{n + 2 - i) + hi(n + 1 - i) 

< <, ;;r)- + (: + -i + i)^(-.-.)<"->^(»,<"> 

Pour r + 1 < n < So(h r — i) + r — 1 on a : 

,.. /a + ra - 2\ (a + n — r - 1\ 

h{n) = +•••+ , -, n-r 

\ n / \ n — r + 1 / 

et de plus h r (n — r) < ( a+ ™I^ _1 ) puisque h r est de type a' ^ a — 1. On conclut comme 
dans le cas precedent. 

Posons /i' = -| + h r [t + 1 — r] si t ^ r — 1 et /t' = si t = r, c'est-a-dire qu'on a : 

, / s \— s /a + n — 2 — A . , ,, 

Alors le resultat qu'on vient de montrer s'applique a h! qui est une fonction de Macaulay, 
de type a si t + 1 < r, de type ^ a — 1 si i + 1 = r. □ 

Demonstration, de \2.2(h 
unicite. 

Supposons qu'on ait deux ecritures : 

h = h + h[-l] + ■■■ + h r [-r] = g + gi [-l} + • • • + g r >[-r'] 

avec des fonctions verifiant les conditions de Penonce. 

On peut alors ecrire, en regroupant les composantes binomiales : 

t t' 

i=0 v 7 i=0 v 7 

ou /i' et g' sont des fonctions de Macaulay de type ^ a. 

Si t 7^ —1, /i(n) est equivalent a tn a ~ 2 /(a — 2)1 quand n tend vers +oo. Si t = —1, h(n) 
est d'ordre < a — 2 en n quand n tend vers +oo. On en deduit que t = t' , h! = g' , et en 
retran chant la somme des composantes binomiales, on se ramene au cas ou t = t' = — 1. 
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D'apres 12.211 on a so(h) = r + 1 done r est determine par h, et r = r'. 
De meme, on a vu dans la preuve de 12,211 que so(^o) es t determine par h done So(^o) = 
•50(50) et pour n > so(^o)> M n ) = ho(n) = go(n). Les fonctions ho et 50 sont done egales. 
Soit alors iq < r — 2 tel qu'on ait hi = g\ pour tout i < i$. Posons : 

h'[-i - 1] = h - h - hi[-l] h h io [-i ] 

On a 

h' = h io+ i + h io+2 [-l] H h h r [i + 1 - r] = g k)+ i + ^ 0+2 [-l] H 1- g r [io + 1 - r] 

et pour les memes raisons que ci-dessus on a : 

s (h io+ i) = s (gi 0+ i) = inf I n G Z | /i'(n) < ^ + ™ 2 ^ } 

et pour n > s (^ +i), fc'(ra) = h io+1 (n) = g io+1 (n), done h io+ i = g io+1 . 

On a done hi = gi pour tout i < r — 1 et done /i r = g r et l'ecriture est unique. 

existence quand h est a support fini 

Montrons dans ce cas l'existence, pour a fixe, par recurrence sur /i"(oo) = ^neN^( n ) — 
1 + a. 

- ler cas : /i"(oo) = 1 + a. 

Alors on a h(n) = pour tout n > 2. On definit les deux fonctions de Macaulay ho et 
/ii par : 



h (n) 



1 pour n = 

a — 1 pour n = 1 , h\{n) 

pour tout n > 2 



1 pour n = 

pour tout n > 1 



On a so(^o) = ^, sup/ii = et /i = /io + 1] done les proprietes cherchees sont 
verifiees. 

2eme cas : /i"(oo) > 1 + a. 

Soit ./V = inf{n G N | h(n) < ( a+ ™~ 2 ) }• Definissons les fonctions ho et h! par : 
u < , /( a+ n" 2 ) P^r n<N 

ho{n) = <l n , = (/t-/t )[l]. 

I a(n) pour n > Jy 

Par construction on a so(/io) = ^> Pour montrer que ho est une fonction de Macaulay 
(de type a — 1) il suffit de verifier les conditions de croissance pour n = N — l, e'est-a-dire 
h {N) < h (N - l) <Ar - 1> . Or on a 

a + N-3\ , , ,. T ^ <A r_i> /a + iV - 2 



feo(JV-l) = ( iy _ 1 J done n (iV-l) <JV - i> = ( ^ I > W 

Nous allons montrer maintenant que n' est une fonction de Macaulay. C'est par con- 
struction une fonction de N dans N, on a : 

fc'(0) = /»(l)-fco(l) = l , fc'(l) = h{2) - h (2). 
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- Si N = 2, h(2) = ho(2) et h'(l) = 0. 

- Si N > 2, 

h (2)=(f\ et (f\<h(2)<( a ^ done < h'(l) < a. 

Puisque sup/i' < N — 2 il suffit de verifier les conditions de croissance pour n < N — 2. 
Pour n < so(h) : 

h'(n)=( a + n )-( a + n - 1 ) = ( a + n - 1 
V 7 \n+lj \ n+1 J V n 

est binomiale et les conditions de croissance sont verifiees. 
Pour so(h) — 1 < n < N — 2, on a: 

h(n+l)<( a + n ) done h'(n)<( a + n - l \. 

\n + IJ \ n J 

Le lemme 12. 151 applique a h(n + 1) = ("^I^ 1 ) + ^'( n ) (avec i = n + 1 et j = n) donne : 

/ l(n + l ) <-+l> = ( a + ^ +/l ' (n )<A f >. 



+ 2, 

Alors puisque /i est une fonction de Macaulay on a : 

/»(„ + 2) = f a + f) + fc'(n + 1) < fc(n + l) <n+1> = f ° + f\ + h'(n)< N > 
d'ou le resultat. 

- Si h'(l) < a, on pose h' = h± et on a h = ho + hi[—l]. 

- Si h'(l) = a, 0(oo) = h^(oo) — h (oc) < h^(oo) et on peut appliquer l'hypothese de 
recurrence a h' ; il existe des fonctions a support fini hi , . . . , h r avec r > 2 et : 

- hi(l) = a — 1 pour < i < r, h r (l) < a — 1, 

- sup/ij < s (hi-x) - 1, 

- /» / = /i 1 + 7» 2 [-l] + ... + /i r [l-r]. 

On a alors h = ho + hi[—l] + • • • + h r [—r] et il reste a verifier que sup hi < so(/io) — 1- 
Or on a sup^i < sup/i' < N — 2 et so(^o) = N d'ou le resultat. 



existence dans le cas general 

S'il existe n G N avec fc(n) < ( a+ " _2 ), on definit N, h et ti comme precedemment et on 
montre de la meme maniere que ho et h! sont des fonctions de Macaulay. De plus, h' etant 
a support fini, on peut lui appliquer le resultat precedent. 
Sinon, l'ensemble : 

f ,/x fa + n-2\ /a + n-3\ fa + n- s - 2\ ] 

| seN | v„, n ) + ( b-1 ) + ... + ( n _ s j} 

est (un intervalle) non vide et borne superieurement. 
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En effet, sinon il est egal a N, done Vs G N et Vs E N, on a 



/ a + n — 2\ / a + n — 3\ fa + n — s — 2 

h(n) > ( + , +■•• + 

\ n J \ n — 1 J \ n — s 

En particulier, pour s = n, on obtient : 

, , , fa + n-2\ fa + n-3\ f a - 2\ fa + n-l 

n ) + { n-1 ) + --- + { ) = { n 

done h{n) = ( a+ ™ _ ) et h est binomiale. 

Soit alors t la borne superieure de cet intervalle. On pose : 

f 



i=0 v 7 



et on montre comme dans la preuve de 12.201 que h' est de Macaulay de type ^ a. 

Si h'(l) < a, l'egalite ci-dessus est la decomposition cherchee et verifie les conditions i), 

ii) et iii) avec r = t + 1, hi(n) = ( a+ ™I- -2 ) pour < i ^ t et h r = ti . 

Si h'(l) = a, par definition de t, il existe n € N avec h'(n) < ( a+ "~ 2 ) et on peut appliquer 

12.201 a h' ; il existe r + 1 fonctions de Macaulay (r > 1) ho, ■ ■ ■ , h r avec : 

i) hi(l) = a — 1 pour < i < r, h r (l) < a — 1, 

ii) pour 1 ^ i ^ r, /ij est a support fini et sup/ij < So(^i-i) — 1) 

iii) h = h + ht[-l] + ■■■ + h r [-r]. 
On a alors 



h(n)=} ) +h (n-t-l)-\ VhJn-t-r) 

et on verifie que les conditions de l'enonce sont encore verifiees pour cette decomposition. 

Remarque 2.22. Dans la decomposition obtenue h = ho + h\\— 1] + ••■ + h r [—r] on 
distinguera : 

- si h(n) est d'ordre a — 2 en n quand n tend vers +oo, des fonctions de Macaulay ho, . . .hi 
binomiales de type a — 1 ; 

- des fonctions de Macaulay ht+i, . . . h r non binomiales, a support fini et de type a — 1, 
sauf eventuellement ht+x qui peut etre a support infini et h r qui peut etre de type 
< a - 1. 

Si h est a support fini, les fonctions hi sont toutes a support fini. 

□ 



3 Sous-schemas ACM de codimension 3 

Nous allons nous limiter aux sous-schemas ACM de P N . Cependant nous pouvons, en 
applia uant 11.51 aux sous-schemas de codimension 3, enoncer le resultat suivant : 

Proposition 3.1. Soit X un sous-schema de pure codimension 3 de ¥ N et 7 = son 

caractere de postulation. II a les proprietes suivantes : 
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i) 7(n) = pour n < 0, 

ii) 7(n) = — (n + 1) pour < n < sq(X) = inf{ n € Z [ h°lx(n) ^ }, 
raj 7(s ) > -so, 

iwj si = inf{ n > so I lc{ n ) > ~ s }■ 
Proposition 3.2. Soit X un sous-schema ACM de F N de codimension 3, trace sur un 
sous-schema ACM, Y , de codimension 2. Alors la fonction jx — 7y est positive. 

Demonstration. On peut supposer, quitte a faire un changement de coordonnees, que le 
plan defini par (Xq, . . . , X r ^) ne rencontre pas Y. Soit S' = k[Xo,X±, . . . , X r -2\. L'anneau 
S/Ix est de profondeur 2, done de dimension projective 1, sur S' , et l'ideal Ix/Y est un 
S"-module libre gradue. De plus, l'anneau gradue S/Iq est un S' module libre gradue. On 
a done des isomorphismes : 

S/I Y ^ ®nezS'(-n) L ^ n I x/Y ~ ® n& S'{-n) L ^ 

ou L et Lq sont deux fonctions de N dans N. 
On en deduit : 

h°O x (n) 

7x(n) 
lx 

et : 

h O Y (n) 
7y(«) 

done 7x — 7y = L est positive. 

□ 

Remarque 3.3. Ce resultat est deja vrai si X est de codimension 2 et Y de codimension 
1. Dans ce cas si d est le degre de Y, la fonction 7 y vaut —1 sur Pintervalle [0, d — 1] 
et ailleurs. La fonction jx vaut — 1 sur Pintervalle [0,sq(X) — 1] et est positive pour 
n > so(X) > d, d'ou le resultat. 

Corollaire 3.4. Soit X un sous-schema ACM integre de ¥ N de codimension 3, "fx son 
caractere, so = so(X) et si = inf{n > so | Jx(n) > —so}. Alors on a, pour n > si, 
lx{n) > inf{0,n - s - si + 1}. 

Demonstration. Soit s\ = inf{n > so | jx(n) > —sq }. 

Soit Y l'intersection complete de deux hypersurfaces de degres so et s\. On calcule le 
caractere 7y grace a la resolution : 

-> S[-s - si] -> S[-s ] © S[- Sl ] ^I Y ^0 
17 



N -2 



-d N - l h°Ox(n) = - £ (" ™ V )(L,(,n) - L(m)) 



= L-L 







^ (n - m + N - 2\ 



N - 2 



= -dV-WOytn) = - ( U ™ 1 )Lo(m) = -L 

m£Z ^ ' 



in) 



et on obtient : 



7r(n) 



—1 pour < n < sq 
1 pour s\ < n < so + s\ 
sinon 



7y' 



ii I 



— (n — 1) pour < n < so 

—so pour so < n < s\ 

n — so — si + 1 pour s\ < n < so + si 

sinon 



Done 7x — 7y est toujours nulle pour n < s\. 

Si X est integre, il existe une hypersurface integre W de degre so contenant X, et une 
hypersurface W 1 contenant X de degre s\ ne contenant pas W . Alors X est contenue dans 
l'intersection complete Y de W et W et 7x — 7y est positive. 
On en deduit pour n > s%, 7x(fi) ^ — 7y( n ) = inf{0,ra — So — si + 1}. 

□ 

Nous pouvons, grace a I2.2U1 decrire tous les caracteres de postulation des sous-schemas 
ACM de de codimension 3. 

Proposition 3.5. Soit X un sous-schema ACM de ¥ N de codimension 3 et son 
caractere de postulation. II existe un entier r ^ 0, des caracteres positifs jo, 71, . . 
7 r ( cf. \2.17j ) verifiant : 

- r = s (X) - 1, 

- sup7j < s (7i-i), 

- lx = 7o + 7i[- 1 ] H Vlr\-r\- 

Inversement, pour tout entier r ^ 0, pour tous caracteres positifs 70, 71, . . 7 r verifiant 
sup7i < so(7i-i), il existe un sous-schema ACM de ¥ N de codimension 3, X, tel que 
lx = 7o + 71 [-1] H 1" lr[-r). 

Demonstration. Si X est contenu dans un hyperplan, son caractere est celui d'un sous- 
schema ACM de p^ -1 de codimension 2. II est positif. On pose 7x = 70. 



Si X n'est pas degenere, son h-vecteur hx est de type 3. On lui applique le theoreme 12.201 : 
il existe r + 1 fonctions de Macaulay a support fini (r > 1) ho, . . . , h r avec : 

- hi(l) = 2 pour < i < r, h r (l) < 2, 

- sup/ij < s (hi-i) - 1, 

- h x = h + hi[-l] + ■■■ + h r [-r\. 

D'apres 12.181 pour tout i, 7, = — dhi est un caractere positif, sup7j = sup hi + 1 et 

so(7i) = so(hi) pour i < r. 

La propriete inverse est la consequence de 12.131 

□ 

Proposition 3.6. Avec les notations de \3.5l on a les proprietes suivantes : 

- pour so(X) <n< s (7 r -i) + s Q (X) -2, on a r yx(n) ^ -s (X), 

- pour s (7i) + i <n < s (7i-i) + i- l, on a ix(n) ^ -i, 

- pour sq(7o) <n, on a jx(n) ^ 0. 
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Demonstration. Si X est degenere, on a r = 0, 7x = 7o est done un caractere positif. 
Supposons X non degenere et gardons les notations de la demonstration de 13.51 Posons 
•so = so(X)(= r + 1). On a vu dans la preuve de l2.21l aue. pour so < n < soOr-i) + r — 1, 
on a : 

. . , Ai+1\ /n-r + 2\ 

M")=| i )+•••+( 1 )+/ir(n-r) 

On en deduit qu'on a : 



1 7 VI 



-v(%) '( r+ 2 2 )-( r '\ 2 ) (f)" 1 



r + 2\ (r + 3 
2 J"V 2 

l-r-/i r (l)=7r(l)-r 



+ 3-/lr(l) 



De meme, pour so < n < so(h r -i) + r — 1 on a : 

7x0) = o + X ) + 7r ^ ~ r ) = 7r ^ n ~ r ) 

et cette formule est done valable pour n = sq. 

De meme, pour so(7i) + i < n < so(7i-i) + i — 1, on a : 

, . , fn + l\ (n + 2-i\ 

h x {n)=\ 1 )+•••+( j J+M«-») 

done pour so(7i) + i < n < s o(li-l) + i — 1, on a : 

t \ f n \ (n — i + 2\ 

7x0) = - +7i("-») 



v°/ V 

= ji(n - i) - 1 > -i 

On laisse le soin au lecteur de verifier que e'est encore vrai pour n = so(7i) + 
Pour n > so (7o)> on a 7x(w) = 70 0) ^ et on verifie que e'est encore vrai pour n = so(7o)- 

□ 

Corollaire 3.7. Avec les notations de \S.5l on a 

si(X) = inf{n > s | 7x0) > -s } = s (7r) + s (X) - 1. 

Demonstration. Si l'intervalle [r + 1, soOt— 1) + r — 1[ n'est pas vide, on a en fait s\(X) = 
inf{so(X) ^ n ^ soOr-i) + r — 1 \ 7x0) > — s o }• Sur cet intervalle on a 7x0) = 
7 r (n - r) - s + 1, done s\(X) = s (7r) + s (X) - 1. 

Si l'intervalle [r + 1, soOr-l) +?* — 1[ est vide, pour tout n>so = r+lona 7x0) > ~ s 0- 
De plus dans ce cas soOr-l) = 2, sup(/i r ) = 0, et so(7 r ) = 1- La formule est done encore 
valable. □ 

Remarque 3.8. Dans la pratique, on construit les 7^ de proche en proche, comme on l'a 
fait dans la demonstration de 12.201 Soit N = inf{ n£ff ^2 m >n 70) < n }• 
On definit 70 par : 
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7o (n) 



— 1 pour n < N 
j(n) pour n > N 



70 (iV) = 7 (iV) - £ 7 (n) 



et on recommence. 

Remarque 3.9. Soient 70, 71, . . ., j r des caracteres positifs verifiant les conditions de 
l'enonce de 13.51 Supposons qu'on puisse construire une suite de sous-schemas ACM de 
codimension 3, Xi, (0 ^ i ^ r) de la maniere suivante : 

- X r est un sous-schema hyperplan de codimension 3 de caractere j r , 

- pour ^ i < r, Xi est obtenu a partir de Xi + \ par une biliaison elementaire Gorenstein 
de hauteur 1 sur un sous-schema ACM de codimension 2 Yi de caractere ji (cf . Il.lljl . 

Alors d'apres 11.121 le caractere de Xq est jx = 7o + 7i [ — 1] + • ' ' + 7r[ — r ]- 
Si on sait construire une telle suite, on redemontre dans ce cas le resultat d'existence 
12.131 Le probleme est a chaque pas de trouver un sous-schema ACM de codimension 2 de 
caractere 7, contenant Xi + \. 

Sous-schemas ACM de codimension 3 traces sur une hypersurface quadrique 

Nous allons decrire tous les caracteres de postulation des sous-schemas ACM de codimen- 
sion 3, X, verifiant so(X) = 2. 

Proposition 3.10. Soit X un sous-schema ACM de codimension 3 non degenere de ¥ N 
trace sur une quadrique et "fx = 7 son caractere. Les proprietes equivalentes suivantes 
sont realisees : 

- i) il existe deux caracteres positifs (cf. \2.17\ ) 70 et 71 verifiant sup 71 < so(7o); tels qu'on 
ait 7x = 70 + 7i [-1], 

- ii) il existe deux entiers 1 ^ t < s tels qu'on ait : 



Inversement tout caractere 7 verifiant i) ou ii) est le caractere d'un sous-schema ACM 
de codimension 3 non degenere X de V N trace sur une quadrique. De plus on a si(X) = 



Demonstration, i) est une consequence de 13.51 
Posons s = so(7o) et t = 50(71). On a t ^ sup 71 < s. 
Pour 1 ^ n ^ t, "f(n) = —2. 

Pour t + 1 ^ n < s, 7(71) = — 1 + 71 (n — 1) ^ —1. 
Pour n = s, 7(5) = 7o(s) + 71 (s — 1) ^ 0. 
Pour s < n, 7(72) = 7o(n) ^ 0. 
De plus, on a 



= —2 pour 1 ^ n ^ t, 
7( n ) { ^ — 1 pour t < n < s, et 
^ pour n ^ s 




so(7l) + l = t + l. 




et 



J^ 7 (n) = ^ 7o (n) +71(5 - 1) ^ ^7o(«) = s. 
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Inversement, soit 7 un caractere verifiant ces proprietes. En s'inspirant de 13.81 on definit 
70 et 71 de la maniere suivante : 



— 1 pour n < s, 

7o(n) = < 7(71) pour n > s et 71 = 7(1] +7o[l]. 

k S -J2 n >sl( n ) P° ur n = s 
On verifie que 70 et 71 sont des caracteres positifs, et qu'on a sup 71 < sq(7o)- 



□ 



En utilisant 13.41 on peut decrire les caracteres des sous-schemas integres ACM de codi- 
mension 3 de F N traces sur une quadrique : 

Corollaire 3.11. Soit X un sous-schema integre ACM de codimension 3 de F N trace sur 
une quadrique et 7x = 7 son caractere. II existe un entier 1 ^ t tel qu'on ait : 

= —2 pour 1 ^ n ^ t, 
l( n ) \ ^ — 1 pour n = t + 1, 
^ pour n ^ t + 2. 

Demonstration. On sait que pour n > si(X), 7x(«) > inf{0, n — sq(X) — si(X) + n + 1} 
d'ou le resultat puisque so(X) = 2 et si(X) = t + 1. □ 

En fait, dans le cas des sous-schemas ACM de codimension 3 de ¥ N traces sur une 
quadrique, on sait redemontrer directement le resultat de !2.13l Plus precisement : 

Proposition 3.12. Soient 70 et 71 deux caracteres positifs verifiant 

sup7i ^ inf{n € N | "fo(n) > 0}. 

II existe un sous-schema ACM de codimension 2, Y\, de caractere 71 et un sous-schema 
ACM de codimension 2, Yq, de caractere 70 qui le contient. 

Demonstration. La demonstration se fait par recurrence sur l'entier deg 70 + deg 71 . 

- Si deg7o + deg 71 = 2, on choisit pour Yq et y\ le meme (N — 2)-plan P. 

- Si deg7o + deg 71 > 2, on distingue deux cas : 

- si sup 71 < inf{n G N | 7o(«) > 0} = s, on peut faire a partir de tout sous- 
schema ACM de codimension 2 de caractere 70 une biliaison elementaire (intersection 
complete) descendante de hauteur —1 sur une hypersurface de degre s |7j. Soit 7q le 
caractere obtenu. Alors on a deg7g < deg 70 et : 

sup7 x < s — 1 < inf{n G N [ j' (n) > 0}. 

D'apres l'hypothese de recurrence, il existe un sous-schema ACM de codimension 2, 
Yi, de caractere 71 et un sous-schema ACM de codimension 2, Yq, de caractere 79 qui 
le contient. Si W est une hypersurface de degre s contenant Yq, on choisit pour Yq 
la reunion de Y Q ' et d'une section hyperplane de W. C'est un sous-schema obtenu par 
une biliaison elementaire (intersection complete) triviale de hauteur 1 a partir de Y Q ' 
et il a pour caractere 70. 
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- si sup7i = inf{n £ N | 7o(^) > 0} = s, soient comme precedemment 7 et les 
caracteres obtenus par une biliaison elementaire (intersection complete) descendante 
de hauteur —1 sur une hypersurface de degre s a partir de 70 et 71. On a deg7 < 
deg7o, deg7[ < deg7i et : 

sup{n G N I 7i(n) >0}^s-l^ inf{n G N | 7 (ra) > 0}. 

D'apres l'hypothese de recurrence, il existe un sous-schema ACM de codimension 2, 
Y[, de caractere j[ et un sous-schema ACM de codimension 2, Yq, de caractere 7 
qui le contient. Soit W une hypersurface de degre s contenant Yg (et Y"/). On choisit 
pour Yg (resp. Y"i) la reunion de Yg (resp. Y"/) et d'une section hyperplane de W. 

□ 

Corollaire 3.13. Soient jq et"fi deux caracteres positifs verifiant sup 71 < so(7o)- II existe 
un sous-schema ACM de codimension 3, X, de caractere jx = 7o + 7i[ — 1] obtenu par 
biliaison elementaire Gorenstein de hauteur 1 sur un sous-schema ACM de codimension 
2, Yg, de caractere 70 a partir d'un sous-schema ACM de codimension 3 hyperplan de 
caractere 71. 

Demonstration. Les conditions de 13.121 etant satisfaites, il existe un sous-schema ACM 
de codimension 2, Y~i, de caractere 71 et un sous-schema ACM de codimension 2, Yg, de 
caractere 70 qui le contient. Soit X\ une section hyperplane de Y\. On peut faire une 
biliaison elementaire Gorenstein de hauteur 1 sur Yg a partir de X\. D'apres 13.91 le sous- 
schema obtenu a pour caractere 70 + 71 [— 1]. □ 

Exemple 3.14. Dans le cas ou 71 est le caractere d'une droite (71 = (—1,1)), on peut 
donner une autre description d'une courbe de P de caractere 70 + 71 [—1] de la maniere 
suivante : soient C une courbe ACM contenue dans un hyperplan H de IP 4 de caractere 
70 et D une droite non contenue dans H et coupant C' en un point. La reunion C de C 
et D est une courbe ACM tracee sur une quadrique. De la suite exacte : 

-> l c -> l c > -> O d (-1) -» 

on deduit : 

h°X c (n) = h°T C '(ri) - h O D (n - 1) 
7c(n) = 7c( n ) - d 3 h O D (n - 1) = j C ' (n) + 7£>( re ~ !)• 
D'apres f3.ll! si sq(C') > 2, aucune courbe integre de P 4 ne peut avoir ce caractere. 

Exemple 3.15. Soient Pi et P2 deux plans de P 4 se coupant en un point Z, C\ et C2 
deux courbes planes contenues respectivement dans Pi et Pi et se coupant en un point. 
La reunion C de C\ et C2 est une courbe ACM tracee sur une quadrique. 
Des suites exactes : 

-> lc -» l Cl -» lz/c 2 -» 
-> J z/C2 - C2 O z -> 

on deduit : 

/i°J c (n) = h°l Cl (n) + h°l C2 {n) - h O P {n) + 1 
7c = 7d +7c 2 + (1,-2,1). 
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De plus on rappelle (cf. I1.4j) que si d\ est le degre de C\, 7^ ne prend que deux valeurs 
non nulles, 7c*i(0) = — 1, lC\{di) = 1, et il en est de meme de 7c 2 - 

On remarque que si D est une droite, 70 = 7c — 1d[— 1] est un caractere positif, done que 
C a le meme caractere que la reunion d'une courbe hyperplane de caractere 70 et d'une 
droite la coupant en un point et "sortant" de l'hyperplan de la courbe. 

4 Courbes ACM de P 4 

Proposition 4.1. Avec les notations de \3.5l designons par Yi une surface ACM de car- 
actere 7j. On a : 

r r 
d = Y,d t 2g-2 = ^{Si + (2i + l)d<). 

i=0 i=0 

Demonstration. On rappelle qu'on a : 

d = £ g - 1 = (fe " 1) f" 2) 7c(fc). 

k&L k£Z 

Alors 

d = Yl k ^( k -i) = ^2(k + i)li(k) 

k,i k,i 

k,i k,i i 

puisque 7, est un caractere kli{k) = 0)- 

2g-2 = J2(k-l)(k- 2) 7i (k - i) = (k + i ~ l)(k + -2) 7i (k) 

k,i k,i 

= E k\(k) + £(2i - 3)fc7i(fc) + J> - l)(t - 2) 7i (fc) 
= ^(tfj + 4d() + £(2i - 3)dj = + (2t + 



□ 

Courbes ACM de degre < 10 

Pour terminer, nous allons utiriser l3~51 pour donner la liste des degres et genres des courbes 
ACM de P 4 de degre < 10, ce qui complete la liste donnee par [H] . Nous preciserons a chaque 
fois dans la preuve les caracteres 7, et 7c- 

Proposition 4.2. Soit C une courbe ACM non degeneree de P 4 de degre ^ 10, d son 
degre et g son genre. Alors le couple (d,g) prend ses valeurs dans Vensemble suivant : 
(4,0), (5,1), (6,2), (6,3), (7,3), (7,4), (7,6), (8,4), (8,5), (8,6), (8,7), (8,10), (9,5), 
(9,6), (9,7), (9,8), (9,9), (9,11), (9,15), (10,6), (10, 7), (10, 8), (10,9), (10,10), (10,12), 
(10,13) et (10,16). 
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Demonstration. Grace a la borne d > ( s + 2 ) (cf. 12331, on a 2 < s (C) ^ 3. 

- so(C) = 3. II y a un seul caractere de degre ^ 10, qui realise la borne inferieure de !2.141 
On a : 70 = (-1,-1,-1,3), 7 i = (-1,-1,2) et 7 C = (-1,-2,-3,6), (d,g) = (10,6). 

- s (C) = 2. 

1. 71 = (—1,0, 1). On a les possibilities suivantes : 

(a) 70 = (-1,-1,-1,3), 7c = (-1,-2,-1,4) et (d, «/) = (8, 4) ; 

(b) 70 = (-1, -1, -1, 2, 1), 7C = (-1, -2, -1, 3, 1) et (d, g) = (9, 6) ; 

(c) 70 = (-1, -1, -1, 2, 0, 1), 7C = (-1, -2, -1, 3, 0, 1) et {d, g) = (10, 9) ; 

(d) 70 = (-1,-1,-1,1,1,1), 7 C = (-1,-2,-1,2,2) et (d,g) = (10,8). 

2. 71 = (—1, —1,2). On a les possibilites suivantes : 

(a) 70 = (-1, -1, -1, 3), 7c = (-1, -2, -2, 5) et (d, 5 ) = (9, 5) ; 

(b) 70 = (-1, -1, -1, 2, 1), 7C = (-1, -2, -2, 4, 1) et (d, g) = (10, 7). 

3. 71 = (—1,1). On a alors necessairement 70 = (—1,-1) + lui + 1^ + lr c i avec 
2^a^6^ceta + 6+ c^l2, done 7c = ( — 1, —2) + l[ a ] + l[ b ] + l[ c ], d = a + b, 
2g = (a — l)(a — 2) + (6— l)(b — 2) + (c— l)(c — 2). Lorsque a, 6, c varient on obtient 
toutes les autres valeurs annoncees. 

□ 

Remarque 4.3. II existe une borne superieure de Castelnuovo pour le genre d'une courbe 
integre de P 4 , qui montre que certains des caracteres precedents ne peuvent pas etre realises 
par une courbe integre, bien que la conditon de 13.41 soit toujours verifiee, ce qui prouve 
que ce n'est pas une condition suffisante. 
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